Tema 1:Funciones de varias + CEU
variables Dl
Guion:
| .- Nociones basicas.

2.- Definicidon de funciones escalares y vectoriales. Ejemplos.
Representacion grafica. Dominio.

3.- Continuidad de una funcion varias variables.
4.- Diferenciacion de funciones:
4.] .- Derivada direccional.

4.2.- Derivada parcial: vector gradiente y matriz
Jacobiana.

4.3.-Plano tangente a una superficie en un punto.

4 4.-Derivadas sucesivas. Teorema de Schwarz.
Matriz Hessiana.

(Secciones del libro Calculo, autor: Larson: Capitulo |1, 12y |3).
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1.-Nociones basicas.

: : n . o
En el espacio vectorial real h e ), podemos establecer las siguientes
definiciones de producto escalar, norma y distancia.

x] yl
Dados: x| Y y-|

X Vn

n

n .
dos elementos de ?R , se definen

los siguientes conceptos:

l.- Producto escalar euclideo (o usual):

(X,Y)= le. Y, ER
=1

2.- Norma euclidea:

. 2
— s —_— . %-’-
] =+ (X X) = 4S5




3.- Distancia euclidea:

d(X,Y)=]|X-7|= +\/

n

Z(Xi -y,) ER

l.=
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2.- Funciones escalares y vectoriales.
DEFINICION DE FUNCION ESCALAR:

Se define una funcion escalar o real de n variables reales como cualquier

aplicacion:
P fACRH" =N

XEACRK — f(X)=YER
(Siendo A un abierto de  ${ 7).

DEFINICION DE FUNCION VECTORIAL:

Se define una funcion vectorial de n variables reales como cualquier
aplicacion:

F:ACRH" ="
X€A—-F(X)=(f,(x), /,(X)....., £, (X))ER"

(Siendo A un abierto de h" ).



&= cru

Universidad
Cardenal Herrera

EJEMPLOS

Campos escalares- ejemplo particular: cuadricas.

Paraboloide: su representacion viene en tres dimensiones, para cada dos pares
de puntos del plano obtenemos un nimero real que seria graficamente el valor de
“z” que es la altura. La funcion definida como campo escalar es la siguiente:

R =N

(6, 3)= X"+’

De forma que la ecuaciones: |z = x2 + );2

A\
N




Cono: ocurre lo mismo que en el paraboloide su representacion es en ?R 3

es decir en el espacio, por ello la funcion esta definida para valores del plano y lo que nos
devuelve la funcién es un niimero real que como se ha dicho antes representa la altura.

Su funcion: .En verdad hay dos funciones porque su

[ iR — M

(6, 3) = =x* + )7

ecuacion es: 22 =x*+ % si despejamos de aqui la z hay que sacar la raiz positiva y
la negativa que representa un cono en la rama positiva del eje Z y otro en la rama
negativa del eje Z.

ﬁ*"’&% /!
i
)

R

oy
'[////

87

Nk
R
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Paraboloide hiperbodlico: otro ejemplo de funcién escalar que forma parte también
de una superficie cuadrica.

La definicion de la funcidn es la siguiente: f . SRZ — N

(x,y)—= x> =y’

De forma que su expresion es:

2

2
z=x" -y




?]n{'(lﬁrsi??{d
EJEMPLOS
Campos vectoriales:
o |F R — R

(v,3,2)= Flx,3,2) = (F (3,2 Fy(5,5,2)) = (- 2,27 -y)

F: R - N

)= Flx.)

(B (x, ) (x5, ) s (3 ) By (3, ) = e, - )
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DEFINICION DE DOMINIO O CAMPO DE
VARIABILIDAD:

n
El dominio de una funcion escalar o vectorial como el conjunto de puntos de N

que tienen imagen por la funcion f, es decir: Dom(f) _ {Xegﬁn : 3f(X)}= A

Siendo A un abierto de {”.

Si tenemos una funcion vectorial:
F:ACHRH" ="
xed—Fx)=(£(x) X £, (X)) ER"

Para las funciones vectoriales, el dominio coincide con la interseccion de los dominios
de sus funciones componentes; es decir:

Dom(f)= éDom(fj)
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. o r . n .
Diremos que una funcién escalarf : ACRH" =N es continua en un punto a€ A4

= lin f(X)=/(a)
X—a significa que para que una funcion sea continua el valor del

limite tiene que valer lo mismo que la imagen de la funcion en ese punto.

En el caso particular de las funciones escalares de dos variables, una funcion sera

continua en un punto (x,,v,)  si:

[im. f(X,y)=f(xoayo)

(x,3)=>(x0.7,)

La definicion de continuidad de funciones vectoriales en un punto 4€ 4 | se puede
expresar de forma analoga para cada funcidon componente, es decir, que sera continua en
dicho punto si lo son todas las funciones componentes en dicho punto.

10
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Recordemos cual era la definicion de derivada de funciones de una variable:

Fx,)= lim flx)-fx)

X=X * X=X

El problema que surge con funciones de mas de una variable es la cantidad de
trayectorias que podemos tomar para acercarnos a un punto. Problema que se soluciono
generalizando el concepto de derivada, ello implica que se hable de un punto y de la

direccion que se elige: DERIVADA DIRECCIONAL DE UNA FUNCION EN UN
PUNTO.

Diremos que una funcién escalar f - ACR" — R es derivable en un punto
ac4 en la direccion unitaria: VER

< el limite: D, f(a) = lim fla+tv)-fla) oy

t—0 t

Este valor del limite recibe eI nombre de DERIV, A DIRECCIONAL EN EL PUNTO
a S AY EN LA DIRECCION UNITARIA: VE

11
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¢A qué llamaremos ahora derivadas parciales? Veamos primero un caso particular: si
L4 2 . L4 .
tuviésemos [ : N°— N, es decir, que tenemos una funcion de dos variables:

Si derivamos en la direccién del eje OX = la direccién que hay que tomar es el

vector

I,O)y aplicando la definicion de antes lo que tenemos es:

Y recibe el nombre de DERIVADA PARCIAL DE f con respecto a x en el punto

(xODJ’o)'

0x

0
i(’%ayo): D(l,o)f<xoayo)= lim

, f(xo +t>)’o)_f(xoaJ/0)

=0 t

2=f(x, y)

P(a, b, f(a, b))

y

Pro ion del corte de 2=f(x ny=b

sobre el plano ZX

z=f(x, b)

tg b =f(a, b)




De forma analoga se define LA DERIVADA PARCIAL con respecto a y en el punto
(xo,yo) , teniendo en cuenta que la direccién del eje OY es el vector (O,l)

Jf f(xmyo"'t)_f(xmyo)

_(‘x09y0)= D(O,l)f(x09y0)= lim

Y% =0 t
Corte de z=f(x. v) con x=a Proyeccion del corte de z = f(x, y)

con x = a sobre el plano ZY

z

P(a, b, f(a,b))

13
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|- Si nos fijamos en la definicion del limite que hemos visto como derivada parcial lo que

2.-

hacemos cuando derivamos con respecto a x es incrementar solo dicha variable y la otra
la dejamos igual.Y con la y ocurre lo mismo.

Por lo tanto lo que haremos cuando derivemos una funcion de mas de una variable y
queremos calcular la derivada parcial con respecto a una variable en concreto eso
significara que: EL RESTO DEVARIABLES FUNCIONAN DE FORMA CONSTANTE,
MANTENIENDO LAS MISMAS REGLAS DE DERIVACION QUE APRENDIMOS EN
LOS ANOS ANTERIORES.

. . o .7 n
Generalizando la definicidn para un el caso en R

Sea 1 ACNR" — N, siendo A un abierto.

Se denomina DERIVADA PARCIAL RESPECTO A LA |- EilMA COMPONENTE, O
RESPECTO A LAVARIABLE a:

gi(a) = [im f(a tie )_ f(a); c. = (O,..,O,l_,O,..,O)y aEACHRH"
x l

=0 {

I
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{Que es lo que podriamos definir ahora con lo
que sabemos de derivadas parciales?

IDEA:

- Un vector ( en el caso de los campos escalares) que almacene las derivadas
parciales respecto de todas sus variables.

- Una matriz (en el caso de los campos vectoriales) que almacene las derivadas
parciales respecto de todas sus variables y todas sus funciones componentes.

Veamos que nombre les vamos a dar:

Se representa por:ny se calcula sobre funciones escalares: f:AC R —- N

Y se define como:

vi(a)=( L (@)L (a)... L (a)

ox, ox, ox

n

15
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La representaremos por
vectoriales del tipo

Y se define como:
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Jf(a) y la calcularemos cuando tengamos funciones

F:ACRHR" ="
a€A—(F(a)..

F,(a))

JF(a)=

ooooooo

0F,
ox,

oF,
ox,

oF,
ox,

oF,
ox,

mxn

En el caso en que: m=n tendremos una matriz cuadrada y entonces podremos
calcular el determinante de dicha matriz a dicho determinante lo vamos a llamar:

JACOBIANO.
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Hasta ahora sabiamos que si queriamos representar una superficie en el
espacio teniamos una funcion de la forma: 7 =f<x,y

Esta forma de dar la expresion de la superficie es de forma explicita, si
quisieramos darlo de forr;:a implicita, habria que dar la expresion de la

superficie asi: F(X, y,z)=0
Por ejemplo:
|.-La expresion de la esfera es:

X+ +2° =R23F()c,y,z)=xz+yz+22—R2 =0

2.- La expresion del paraboloide es:
z=x"+)’ =>F(x,y,z)=x2 +y°—z=0

¢{Por qué queremos dar la expresion de la superficie ahora de esta forma?
Porque el vector gradiente VI/ )CO,yO,Zoj‘I es perpendicular ala

superﬂcie F()C,_)/,Z)= O en el punto (x09y09ZO)

17
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Luego para calcular la ecuacion del plano tangente es sencillo porque lo tnico
que tenemos que imponer es que el vector tangente a la superficie en ese
punto y su vector gradiente sean perpendiculares.

En términos de producto escalar, eso implica que el producto escalar sea nulo.

Luego, si F es diferenciable en (xo,yo,zo) entonces la ecuacion del plano
tangente a la superficie dada por la expresion ['(x, y,z)=( en el punto
se obtiene calculando:

VF(xoaJ’mZo)'(x_xmy_y()az_zo)= 0

Y de dicho calculo obtenemos:

a<x0’yo’20)(x_x0)+5(%’)}0’20)(y_y())-"g(xo»yo:zo)(z—ZO)=0
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Graficamente, calcular la ecuacion del plano tangente

significa:

VF\Xy, 02, ) Vector perpendicular
al plano en dicho
punto

iy
TN
m\"{‘\‘{\\‘\ts‘.} \

N

T \(vx )

P : <X,V = Vs 2|~ 2
|

0

Vector posicion
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Este es nuestro objetivo: calcular la
ecuacion matemadtica de este plano.
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Cuando teniamos una funcion f: D C R — i podiamos calcular su ’Drimera
derivada y luego las derivadas sucesivas que se denotaba como: f(” x).

Ahora si tenemos una funcion de dos variables, es decir:

f:DCRH =N

Hemos estado calculando las derivadas parciales de primer orden que

denotdbamos df Jf .
_y_
0x oy

Para calcular las de segundo orden tendremos:

o (of\ 9°f 6(8f)=82f
af /8x x| ox %/ax dy ) dxdy
a_x \a of\ o°f ay\a(af);azf

dy \ ox R 0y 0x ylay ) ay°
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¢Qué ocurre con las derivadas cruzadas? ;Dara lo mismo derivar primero x y
luego y, o primero y luego x?

Es decir, nuestro problema es ver si:

a f_9f,
axé‘y 0y0x .
Veamos primero con un ejemplo que ocurre:

De las funciones siguientes comprobemos que ocurre con las derivadas
cruzadas:

£
f

( +y?)

A qué coinciden!!!!!INNM ;- ;pero esto es significativo???

x* + yzsen(x- y)

2

x,y)
X y) In{x

{En matematicas se concluye con un ejemplo para poder afirmar algo?
NO!!m

Asi que de esto se encargd el matematico Schwarz de darnos respuesta:
enunciando un teorema.
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’ m of  _ 9
Dada la funcion f : 4 C R —N supongamos que 3 ax = al
i X .
J
enunentornode @  ysoncontinuasen a& A

(92f (a) aZf (a).\> No importa el

axi I | 9.9 X, orden en ?1 que
J J se deriva

Particularizado en §ﬁ2, f:DC N2 —-N necesitamos de hipotesis

que 3 I , 3 % que sean funciones continuas y con esto podremos
0x ay

afirmar que:

0°f 9°f
oxdy  dyox
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Con todo lo que sabemos hasta ahora podemos definir un nuevo conjunto de
funciones para abreviar en un futuro:

Denominamos funciones de clase C' a aquellas funciones que existen sus
derivadas parciales de primer orden y dichas funciones son funciones
continuas.

Generalizando, si una funcién es de clase Ck significa que 3 todas las derivadas
parciales de orden k y son funciones continuas.
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Con las derivadas de segundo orden podemos definir la MATRIZ

HESSIANA, una de su utilidad que necesitamos nosotros se vera en el
siguiente tema porque nos ayuda a determinar la clasificacion que tendran los

puntos criticos de la funcion.

Dada una funcion . D C R" — A definimos la matriz Hessiana en el
punto ¢y como:

(9° 9°
/(a) /
ox, 0x,0x,
> f
H,(a)- onr )
3 -
2/ /(a)
| 0x,0x, ox )

24



25

figl h l,lm‘\o“m
i
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Hay que fijarse en el SUELO (plano
XY) para ver el dominio.
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z=Ln(x" +y° -4)
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Aqui ya se empieza a intuir quien es el
dominio de esta funcion. Veamos mejor otro
grafico.
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Ahora si que se ve mejor quien es el
dominio de esta funcion.
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e

¥

Este circulo de aqui es el que tenemos que quitar,
vamos a verlo matematicamente.

5

5
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CEU

-

funcion. x + y = 0

1
X+y
El problema esta en el denominador de esta

z =

5| Este plano es: ) = —X, los puntos que quitamos.
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> \x, y)= (0,0
X +Yy
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